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Àííîòàöèÿ

Ïóñòü α ∈ (−1/2,+∞), χr � èíäèêàòîð îòðåçêà [−r, r]. Â ðàáîòå ïîëó-

÷åíû íîâûå òåîðåìû î äâóõ ðàäèóñàõ äëÿ îïåðàòîðà ñâåðòêè Áåññåëÿ

f → f
α
⋆χr, ñâÿçàííûå ñ êâàçèàíàëèòè÷åñêèìè êëàññàìè �óíêöèé. Óñòà-

íîâëåí òàêæå ëîêàëüíûé àíàëîã òåîðåìû î äâóõ ðàäèóñàõ äëÿ �óíê-

öèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ñâ¼ðòî÷íûõ íåðàâåíñòâ f
α
⋆ χr1 ≥ 0,

f
α
⋆ χr2 ≤ 0. Ïîêàçàíû ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ê òåîðåìàì åäèí-

ñòâåííîñòè äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-
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Abstrat

Let α ∈ (−1/2,+∞) and χr be the indiator funtion of the segment [−r, r].

New two-radii theorems have been obtained for the Bessel onvolution

operator f → f
α
⋆ χr related to quasi-analyti lasses of funtions. A loal

analogue of the two-radii theorem has also been established for funtions f

that satisfy the system of onvolutional inequalities f
α
⋆χr1 ≥ 0, f

α
⋆χr2 ≤ 0.

Appliations of these results to the uniqueness theorems for solutions of the

Cauhy problem for the generalized Euler-Poisson-Darboux equation and

losure theorems for generalized shifts are presented.
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü α � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà (−1/2,+∞), Lloc
♮,α(IR) �

êëàññ ÷¼òíûõ ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ ïî ìåðå dµα(x) = |x|2α+1dx �óíêöèé

íà ïðîìåæóòêå IR = (−R,R), f α
⋆ g � ñâ¼ðòêà Áåññåëÿ ïîðÿäêà α �óíêöèè

f ∈ Lloc
♮,α(IR) è ÷¼òíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ g íà R ñ íîñèòåëåì íà IR (ñì. � 2

íèæå). Îïåðàòîð âèäà

f → f
α
⋆ χr, f ∈ Lloc

♮,α(IR), 0 < r < R, (1)
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ãäå χr � èíäèêàòîð îòðåçêà [−r, r], áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì øàðîâîãî

ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî ñâ¼ðòêè Áåññåëÿ. Îäíîé èç ìîòèâàöèé

òàêîãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëåãêî ïðîâåðÿåìàÿ �îðìóëà

∫

|y|<r

F (x+ y) dy =
2π

n
2

Γ
(
n
2

)(f
n
2
−1
⋆ χr

)(
|x|
)
, |x| < R− r,

ãäå Γ � ãàììà-�óíêöèÿ, F (x) = f
(
|x|
)
� ðàäèàëüíàÿ ëîêàëüíî ñóììèðóå-

ìàÿ �óíêöèÿ íà øàðå |x| < R â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn
, n ≥ 2. Êðî-

ìå òîãî, èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè óêàçàííîãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé

ñâåðòêîé â R
n
�óíêöèè F ñ èíäèêàòîðîì øàðà |x| < r. Îòìåòèì òàêæå,

÷òî f
α
⋆χr âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ âåñîâîãî ñ�åðè÷åñêîãî ñðåäíåãî, ïîðîæ-

äåííîãî îáîáùåííûì ñäâèãîì Áåññåëÿ (ñì., íàïðèìåð, [1, �îðìóëà (13)℄ è

�îðìóëó (5) íèæå).

Èçó÷åíèå øàðîâûõ (ñ�åðè÷åñêèõ) ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî ñâ¼ðòêè Áåñ-

ñåëÿ è å¼ îáîáùåíèé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ãàðìîíè-

÷åñêîãî àíàëèçà íà ãèïåðãðóïïàõ è âîçìîæíûìè íîâûìè ïðèëîæåíèÿìè

â òåîðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, òåîðèè ëàêóíàðíûõ ðÿäîâ

ïî ñïåöèàëüíûì �óíêöèÿì, òåîðèè àïïðîêñèìàöèè è çàäà÷àõ èíòåðïîëÿ-

öèè öåëûìè �óíêöèÿìè (ñì. [1℄�[4℄, [5, ÷àñòü 5℄).

Ïóñòü Ck
♮ (IR)� ìíîæåñòâî âñåõ ÷¼òíûõ k ðàç íåïðåðûâíî äè��åðåíöè-

ðóåìûõ �óíêöèé íà IR, Eα � ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ îòíîøåíèé ïîëî-

æèòåëüíûõ íóëåé �óíêöèè Áåññåëÿ Jα+1. Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

ðàáîòû [6℄ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëîêàëüíàÿ òåîðåìà î äâóõ ðàäèóñàõ äëÿ

øàðîâûõ ñðåäíèõ îòíîñèòåëüíî ñâ¼ðòêè Áåññåëÿ.

Òåîðåìà A. Ïóñòü r2 > r1 > 0, R > r1 + r2. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû

{
f ∈ C∞

♮ (IR) : f
α
⋆ χrj = 0 íà IR−rj , j = 1, 2

}
= {0},

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû r1/r2 /∈ Eα.

Óòâåðæäåíèÿ òàêîãî òèïà âîñõîäÿò ê Äåëüñàðòó [7℄, Çàëüöìàíó [8℄,

Ñìèòó [9℄ è òåñíî ïðèìûêàþò ê âîïðîñàì èíúåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ïîìïåéþ è ïðîáëåìàì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà-ñèíòåçà. Äåòàëüíûé îáçîð

ðåçóëüòàòîâ ïî ïðîáëåìàì òèïà Ïîìïåéþ ñîäåðæèòñÿ â [10℄�[14℄. Â ÷àñòíî-

ñòè, áûëè ïîëó÷åíû àíàëîãè òåîðåìû À äëÿ ðèìàíîâûõ ñèììåòðè÷åñêèõ

ïðîñòðàíñòâ [14, ÷àñòü 2, ãë. 2℄, [15℄, ãðóïïû �åéçåíáåðãà [13, . 645℄ è ïðî-

ñòðàíñòâ Äåéìåêà-�è÷÷è [16℄.

Èñêëþ÷èòåëüíîå ìíîæåñòâî Eα â òåîðåìå A ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì è âñþäó

ïëîòíûì íà (0,+∞) (ñì. íàïðèìåð, [5, ÷àñòü 2, ãë. 1, � 1.4℄). Â ïðåäåëüíîì
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ñëó÷àå α = −1/2 îíî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ðàöèî-

íàëüíûõ ÷èñåë. Ïðè ýòîì òåîðåìà À (äëÿ R = ∞) ñîîòâåòñòâóåò êëàññè÷å-

ñêîìó �àêòó îá îòñóòñòâèè äâóõ íåñîèçìåðèìûõ ïåðèîäîâ ó íåïîñòîÿííîé

íåïðåðûâíîé �óíêöèè íà R.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû A, ïðåäëîæåííîå â [6℄, îïèðàëîñü íà èäåè

Ê.À. Áåðåíñòåéíà è �. �ýÿ èç [17℄, è áûëî ñâÿçàíî ñ ïðèìåíåíèåì íåêî-

òîðîãî àíàëîãà àïïðîêñèìàöèîííîé òåîðåìû Õ¼ðìàíäåðà. Íåäàâíèå ðå-

çóëüòàòû îá îïèñàíèè ÿäðà îïåðàòîðà (1), óñòàíîâëåííûå àâòîðàìè â [18℄,

äàëè âîçìîæíîñòü óòî÷íèòü òåîðåìó A ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà B. Ïóñòü r1, r2 ∈ (0,+∞), max{r1, r2} < R ≤ +∞.

(i) Åñëè r1/r2 /∈ Eα, R ≥ r1 + r2, f ∈ Lloc
♮,α(IR) è

f
α
⋆ χrj = 0 íà IR−rj , j = 1, 2, (2)

òî f = 0.
(ii) Åñëè r1/r2 ∈ Eα èëè R < r1 + r2, òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ

f ∈ C∞
♮ (IR), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2).

Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èçó÷åíèå �óíêöèé ñ óñëîâèÿìè âè-

äà (2) è èõ îáîáùåíèÿìè. Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ÿäðà îïå-

ðàòîðà (1) ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü íîâûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2), ñâÿ-

çàííûå ñ êâàçèàíàëèòè÷åñêèìè êëàññàìè. Óñòàíîâëåí òàêæå àíàëîã òåîðå-

ìû A äëÿ �óíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ñâ¼ðòî÷íûõ íåðàâåíñòâ

f
α
⋆ χr1 ≥ 0, f

α
⋆ χr2 ≤ 0. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíû ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ðåçóëü-

òàòîâ ê òåîðåìàì åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè îáîáùåííîãî

óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-Ïóàññîíà-Äàðáó è òåîðåìàì î çàìûêàíèè îáîáùåííûõ

ñäâèãîâ.

� 2. Ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Êàê îáû÷íî, ñèìâîëàìè N, Z è Z+ îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìíî-

æåñòâà âñåõ íàòóðàëüíûõ, öåëûõ è íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.

Ïóñòü D♮(IR) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ �óíêöèé êëàññà C∞
♮ (IR) ñ êîìïàêò-

íûì íîñèòåëåì. Ìíîæåñòâî D♮(IR) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì

ïðîñòðàíñòâîì ñ îáû÷íîé òîïîëîãèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D′
♮(IR) ïðîñòðàí-

ñòâî âñåõ ÷¼òíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà IR, ò.å. ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ �óíê-
öèîíàëîâ íà ïðîñòðàíñòâå D♮(IR). Çíà÷åíèå �óíêöèîíàëà f ∈ D′

♮(IR) íà

�óíêöèè ϕ ∈ D♮(IR) áóäåì çàïèñûâàòü 〈f, ϕ〉. Ïðîñòðàíñòâî Lloc
♮,α(IR) âêëà-

äûâàåòñÿ â D′
♮(IR), åñëè äëÿ f ∈ Lloc

♮,α(IR) è ϕ ∈ D♮(IR) ïîëîæèòü

〈f, ϕ〉 =
∫ R

0

f(x)ϕ(x) dµα(x).
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Ïóñòü E ′
♮(R) � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé êëàññà D′

♮(R) ñ êîìïàêò-
íûì íîñèòåëåì. Äëÿ g ∈ E ′

♮(R) ïîëîæèì

r(g) = inf{ρ > 0 : supp g ⊂ Iρ}
(supp g � íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ g, Iρ = [−ρ, ρ]). Åñëè f ∈ D′

♮(IR) è

R > r(g), òî ñâ¼ðòêà Áåññåëÿ f
α
⋆ g îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàñïðåäåëåíèå èç

D′
♮(IR−r(g)), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

〈f α
⋆ g, ϕ〉 =

〈
f(x),

〈
g(y), T α

x ϕ(y)
〉〉
, ϕ ∈ D♮(IR−r(g)),

ãäå

T α
x ϕ(y) = cα

∫ π

0

ϕ
(√

x2 + y2 + 2xy cos θ
)
(sin θ)2α dθ, (3)

cα =
Γ(α + 1)√
πΓ
(
α + 1

2

) .

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ýòîé ñâ¼ðòêè ñîäåðæàòñÿ â [2, ãë. 1℄, [6, �� 2, 3℄.

Â ñëó÷àå, êîãäà f ∈ Lloc
♮,α(IR) è g � ÷¼òíàÿ êîìïëåêñíàÿ ìåðà �àäîíà

íà R ñ íîñèòåëåì â Ir(g) ⊂ IR, èìååì f
α
⋆ g ∈ Lloc

♮,α(IR−r(g)) è

(f
α
⋆ g)(y) =

∫ r(g)

0

(
T α
y f
)
(x) dg(x), y ∈ IR−r(g). (4)

Ïðè ýòîì, åñëè g ∈ Lloc
♮,α(R) è r(g) < R, òî

(f
α
⋆ g)(y) =

∫ r(g)

0

(
T α
y f
)
(x)g(x) dµα(x), y ∈ IR−r(g). (5)

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîð f → f
α
⋆g êîììóòèðóåò ñ äè��åðåíöèàëüíûì

îïåðàòîðîì Áåññåëÿ

Lα =
d2

dx2
+

(2α + 1)

x

d

dx
,

ò.å.

Lα(f
α
⋆ g) = (Lαf)

α
⋆ g = f

α
⋆ (Lαg) íà IR−r(g). (6)

Äëÿ 0 < r < R îïðåäåëèì êëàññû Vr(IR) è V
∞
r (IR) ðàâåíñòâàìè

Vr(IR) = {f ∈ Lloc
♮,α(IR) : f

α
⋆ χr = 0 íà IR−r}, V ∞

r (IR) = Vr(IR) ∩ C∞(IR).

Ïîëîæèì

Vr1,r2(IR) = Vr1(IR) ∩ Vr2(IR),
V ∞
r1,r2

(IR) = V ∞
r1
(IR) ∩ V ∞

r2
(IR), r1, r2 ∈ (0, R).

Òåîðåìû 1 è 2 íèæå ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè òåîðåìû A äëÿ êâàçèàíàëè-

òè÷åñêèõ êëàññîâ �óíêöèé òèïà Äàíæóà-Êàðëåìàíà (ñì. [19℄ è � 3 íèæå).
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 < r1 < r2 < R.
(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1/r2 /∈ Eα, f ∈ V ∞

r1,r2
(IR) è ñóùåñòâóåò ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {Mn}∞n=1, òàêàÿ ÷òî

sup
x∈Ir1

∣∣Ln
αf(x)

∣∣ ≤ Mn, n ∈ N (7)

è

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

M
1/2n
n

= +∞. (8)

Òîãäà f = 0 íà IR.
(ii) Åñëè R < r1 + r2 è {Mn}∞n=0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

M
1/2n
n

< +∞, (9)

òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ f ∈ V ∞
r1,r2

(IR), äëÿ êîòîðîé

sup
x∈IR

∣∣Ln
αf(x)

∣∣ ≤Mn, n ∈ Z+.

Èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî óñëîâèå (8) â óòâåðæäå-

íèè (i) îñëàáèòü íåëüçÿ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ òàêæå (ñì. � 4 íèæå), ÷òî

ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñòàíåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíûì, åñëè â

îöåíêå (7) çàìåíèòü Ir1 íà ëþáîé ìåíüøèé ïðîìåæóòîê Ir1−ε. Êðîìå òî-

ãî, óñëîâèå r1/r2 /∈ Eα â óòâåðæäåíèè (i) óáðàòü íåëüçÿ, êàê ïîêàçûâàåò

ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü 0 < r1 < r2 < R ≤ +∞, r1/r2 ∈ Eα è µ = minZr1∩Zr2 ,

ãäå

Zrj = {λ > 0 : Jα+1(λrj) = 0}, j = 1, 2.

(i) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ V ∞
r1,r2(IR),

lim
n→∞

sup
x∈Iε

µ−2n
∣∣Ln

αf(x)
∣∣ = 0 ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, R), (10)

è ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {Mn}∞n=1, óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (7) è (8). Òîãäà f = 0 íà IR.
(ii) Ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ f ∈ V ∞

r1,r2(IR), òàêàÿ ÷òî

sup
x∈IR

∣∣Ln
αf(x)

∣∣ ≤ µ2n, n ∈ Z+.
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Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî �óíêöèé êëàññà Vr1,r2(IR) ñâÿçàíî ñ òàê íàçûâàå-

ìîé (I)-êâàçèàíàëèòè÷íîñòüþ (ñì., íàïðèìåð, [20, ëåêöèÿ 3℄).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü r1 6= r2, R > r1+ r2 è f ∈ Vr1,r2(IR). Òîãäà åñëè f = 0
íà Iε ïðè íåêîòîðîì ε ∈ (0, R), òî f = 0 íà IR.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ r > 0, ε ∈ (0, r/2) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ

�óíêöèÿ f ∈ V ∞
r,r+ε(I2r−ε), ðàâíàÿ íóëþ íà Iε/2 (ñì. � 4 íèæå). Ïîýòîìó

òðåáîâàíèå íà R â òåîðåìå 3 íåëüçÿ ñóùåñòâåííî îñëàáèòü.

Íàøèì çàêëþ÷èòåëüíûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì ðàçäåëå ÿâëÿåòñÿ àíàëîã

òåîðåìû A äëÿ �óíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çíàêîïîñòîÿíñòâà

ñâ¼ðòîê èç (2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L♮,α(IR) êëàññ ÷¼òíûõ �óíêöèé íà IR, ñóììèðóåìûõ
ïî ìåðå dµα.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü r1, r2 ∈ (0,+∞), R ≥ r1 + r2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
f ∈ Lloc

♮,α(IR), è f ∈ L♮,α(Ir1+r2) â ñëó÷àå R = r1 + r2. Òîãäà åñëè

f
α
⋆ χr1 ≥ 0 íà IR−r1 è f

α
⋆ χr2 ≤ 0 íà IR−r2 , (11)

òî f ∈ Vr1,r2(IR). Â ÷àñòíîñòè, åñëè r1/r2 /∈ Eα, òî ïðè âûïîëíåíèè óêàçàí-

íûõ óñëîâèé f = 0.

Îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ âåðñèé òåîðåì 1, 2 è 4 äëÿ äâóõòî÷å÷íî -

îäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâ ñì. [5, ÷àñòü 2, ãë. 1℄, [14, ÷àñòü 2, ãë. 7℄. Ñïðà-

âåäëèâîñòü òåîðåì 1�4 áóäåò óñòàíîâëåíà â � 4 íèæå. Â � 3 ïðèâîäÿòñÿ

âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâ-

íûõ ðåçóëüòàòîâ.

� 3. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ïðèâåä¼ì ñíà÷àëà íåîáõîäèìóþ íàì âåðñèþ êðèòåðèÿ êâàçèàíàëèòè÷-

íîñòè (ñì. [19, ãë. 1℄).

Ïóñòü A = {An}∞n=0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, CA[a, b]
� ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ íà [a, b] �óíêöèé f , óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

∣∣f (n)(x)
∣∣ ≤ chnAn, x ∈ [a, b], n ∈ Z+,

ãäå ïîñòîÿííûå c = c(f) > 0 è h = h(f) > 0 íå çàâèñÿò îò n è x.
Êëàññ CA[a, b] íàçûâàåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêèì, åñëè âñÿêàÿ �óíêöèÿ f ∈
CA[a, b] îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë{
f (n)(x0)

}∞
n=0

, ãäå x0 � ïðîèçâîëüíî çàäàííàÿ òî÷êà èç [a, b]. �àçëè÷íûå
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ìîäè�èêàöèè ïîíÿòèÿ êâàçèàíàëèòè÷íîñòè ñîäåðæàòñÿ â [21℄, [5, ÷àñòü 1,

ãë. 2℄, [13, ÷àñòü 1, ãë. 1℄.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò Äàíæóà-Êàðëåìàíà äà¼ò ðåøåíèå ïðîáëåìû Àäà-

ìàðà îá îïèñàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {An}∞n=0, äëÿ êîòîðûõ CA[a, b] ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàçèàíàëèòè÷åñêèì êëàññîì.

Ëåììà 1. Êëàññ CA[a, b] êâàçèàíàëèòè÷åí ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

A
1/n
n

= +∞.

Äàëåå, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè an > 0, n ∈ N, c > 0 è

∞∑

n=1

1

an
= +∞, òî

∞∑

n=1

1

a
1+ c

n
n

= +∞

(ñì. [5, ÷àñòü 1, ãë. 2, ëåììà 2.1℄). Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå (ñì. [13, ëåììà 8.1℄).

Ëåììà 2. Ïóñòü {mn}∞n=1, {Mn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñåë, òàêèå, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ c > 0 è l ∈ Z+ âûïîëíåíî óñëîâèå

mn ≤ cn(1 +Mn+l), n ∈ N.

Òîãäà åñëè

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

M
1/n
n

= +∞, òî

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

m
1/n
n

= +∞.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè

{mn}∞n=1 = {M1,M1,M2,M2,M3,M3, . . .}

è

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

M
1/2n
n

= +∞, òî

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

m
1/n
n

= +∞. (12)

Ïóñòü

ϕλ,α(x) = 2αΓ(α + 1)Jα(λx)(λx)
−α, x ∈ R, λ ∈ C.

Ôóíêöèÿ ϕλ,α ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà Lα, ïðè÷åì

Lαϕλ,α = −λ2ϕλ,α (13)
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(ñì. [6, � 2℄). Êðîìå òîãî,

∣∣∣∣
(
d

dx

)n

ϕλ,α(x)

∣∣∣∣ ≤
Γ(α + 1)Γ

(
(n + 1)/2

)
√
πΓ(α+ n/2 + 1)

λn (14)

ïðè λ > 0, x ∈ R, n ∈ Z+ (ñì. [18, ëåììà 6℄).

Ïðåîáðàçîâàíèå �àíêåëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f ∈ E ′
♮(R) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåí-

ñòâîì

F(f)(λ) = f̃(λ) = 〈f, ϕλ,α〉, λ ∈ C. (15)

Åñëè f ∈ D♮(R), òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà îáðàùåíèÿ

f(x) =
1

(
2αΓ(α + 1)

)2
∫ ∞

0

f̃(λ)ϕλ,α(x) dµα(λ), x ∈ R (16)

(ñì. [6, � 2℄). Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p èìååì

F
(
p(Lα)f

)
(λ) = p(−λ2)f̃(λ). (17)

Ëåììà 3 ([6℄). ×¼òíàÿ öåëàÿ �óíêöèÿ w ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì

�àíêåëÿ �èíèòíîé �óíêöèè êëàññà C∞
♮ (R) ñ íîñèòåëåì íà Ir òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî N ∈ Z+ ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà cN > 0, òàêàÿ
÷òî

|w(z)| ≤ cN
er| Im z|

(1 + |z|)N , z ∈ C.

Ëåììà 4 ([18℄). Ïóñòü f ∈ D′
♮(IR) è Lαf = −λ2f íà IR ïðè íåêîòîðîì

λ ∈ C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî g ∈ E ′
♮(R) è r(g) < R. Òîãäà

f
α
⋆ g = g̃(λ)f íà IR−r(g). (18)

Â ÷àñòíîñòè,

ϕλ,α
α
⋆ χr =

r2α+2ϕλ,α+1(r)

2α + 2
ϕλ,α. (19)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z(w) ìíîæåñòâî âñåõ íóëåé öåëîé �óíêöèè w.

Ëåììà 5 ([6℄). Ïóñòü v1, v2 ∈ D♮(R) è Z(ṽ1) ∩ Z(ṽ2) = ∅. Òîãäà

{
f ∈ C∞

♮ (R) : f
α
⋆ v1 = f

α
⋆ v2 = 0

}
= {0}.

Ëåììà 6. Ïóñòü g � íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì

êëàññà Lloc
♮,α(R) è R ∈ (r(g),+∞]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f ∈ Lloc

♮,α(IR), f
α
⋆ g = 0

íà IR−r(g) è f = 0 íà Ir(g). Òîãäà f = 0 íà IR.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè �óíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ èíäèêàòîðîì ïðîìåæóòêà

Ir, óòâåðæäåíèå ëåììû ïîëó÷åíî â [18℄. Â îáùåì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî

ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ f ∈ L♮,α(Ir), λ ∈ Zr ïîëîæèì

cλ(f, r) =
2

r2α+2ϕ2
λ,α(r)

∫ r

0

f(x)ϕλ,α(x) dµα(x).

Èç àñèìïòîòèêè íóëåé áåññåëåâîé �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî

∑

λ∈Zr

1

λ1+ε
< +∞ äëÿ ëþáîãî ε > 0. (20)

Ëåììà 7 ([18℄). (i) Äëÿ òîãî ÷òîáû f ∈ V ∞
r (IR), íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû

f(x) =
∑

λ∈Zr

cλ(f, r)ϕλ,α(x), x ∈ IR, (21)

ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå C∞(IR) è

cλ(f, r) = O

(
1

λN

)
, λ→ +∞ (22)

äëÿ ëþáîãî N > 0.
(ii) Ïóñòü f ∈ Lloc

♮,α(IR). Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû f ∈ Vr(IR), íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëî ìåñòî ðàçëîæåíèå (21), â êîòîðîì ðÿä ñõîäèòñÿ

â ïðîñòðàíñòâå D′
♮(IR) è

cλ(f, r) = O(λ2α+1), λ→ +∞. (23)

Ñèìâîëàìè C(α), C1(α), C(α, r1) è ò.ä. áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëü-

íûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, â ðàçíûõ ìåñòàõ,

âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå.

Ëåììà 8. Ïóñòü f ∈ C∞
♮ (Ir1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

(
Ls
αf
)′
(r1) = 0 ïðè âñåõ s ∈ Z+ (24)

è {Mn}∞n=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñ óñëîâèåì (7).

Òîãäà

|cλ(f, r1)| ≤ C(α, r1)
Mn

λ2n−2α−1
äëÿ ëþáûõ λ ∈ Zr1, n ∈ N. (25)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â ëåììå ñëåäóåò ðàâåíñòâî

cλ(f, r1) =
2(−1)nλ−2n

r2α+2
1 ϕ2

λ,α(r1)

∫ r1

0

(
Ln
αf
)
(x)ϕλ,α(x) dµα(x) (26)

(ñì. [18, �îðìóëà (4.28)℄). Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó áåññåëåâîé �óíêöèè íà

áåñêîíå÷íîñòè, èìååì

|ϕλ,α(r1)| >
C(α)

(λr1)
α+ 1

2

ïðè óñëîâèè λ ∈ Zr1

(ñì., íàïðèìåð, [18, ëåììà 3℄). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |ϕλ,α(x)| ≤ 1 ïðè λ, x ∈ R

(ñì. (14)), îòñþäà è èç (26) ïîëó÷àåì (25).

Ëåììà 9 ([18℄). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1 6= r2 è Zr1 ∩Zr2 ÿâëÿåòñÿ áåñêî-

íå÷íûì. Ïóñòü {λ1, λ2, . . .} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåõ ýëåìåíòîâ Zr1∩Zr2 ,

çàíóìåðîâàííàÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. Òîãäà

lim
m→∞

(λm+1 − λm) = +∞.

Ëåììà 10. Ïóñòü r1 6= r2, Zr1 ∩ Zr2 6= ∅ è ε > 0. Òîãäà:
(i) ñóùåñòâóþò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ ϕ ∈ D♮(Iε), òàêàÿ, ÷òî ϕ̃ = 0 íà

Zr1 ∩ Zr2 ;

(ii) äëÿ ëþáîãî ν ∈ Zr1 ∩ Zr2 ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ ψν ∈ D♮(Iε), óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ψ̃ν(λ) =

{
0, åñëè λ ∈ Zr1 ∩ Zr2 , λ 6= ν

1, åñëè λ = ν.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ëåììû 9 è ëåììû 15

â ðàáîòå [18℄. Äàëåå, ïóñòü kν � êðàòíîñòü íóëÿ ν ∈ Zr1 ∩ Zr2 �óíêöèè ϕ̃,
g � ÷¼òíàÿ öåëàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

g(z) =
ϕ̃(z)

(z2 − ν2)kν
, z 6= ±ν.

Òîãäà â ñèëó ëåììû 3 �óíêöèþ g ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå g = h̃, ãäå
h ∈ D♮(Iε). Ïîëàãàÿ ψν(x) = h(x)/g(ν), ïîëó÷àåì âòîðîå óòâåðæäåíèå â

ëåììå.

Ëåììà 11. Ïóñòü 0 < r1 < r2 < R, f ∈ V ∞
r1,r2(IR) è ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Mn}∞n=1 ñ óñëîâèÿìè (7) è (8). Òîãäà èìååò ìåñòî

ðàçëîæåíèå

f(x) =
∑

λ∈Zr1
∩Zr2

cλ(f, r1)ϕλ,α(x), x ∈ IR, (27)

ãäå êîý��èöèåíòû cλ(f, r1) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå (25).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (25) óñòàíîâëåíà â ëåììå 8,

ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f ∈ V ∞
r1
(IR) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (24) (ñì. äîêàçà-

òåëüñòâî òåîðåìû 1 â [18℄). Îïðåäåëèì �óíêöèè F,G ∈ C∞
♮ (R) ðàâåíñòâà-

ìè

F (x) =
∑

λ∈Zr1

cλ(f, r1)ϕλ,α(x), (28)

G(x) =
(
F

α
⋆ χr2

)
(x) =

r2α+2
2

2α+ 2

∑

λ∈Zr1

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2)ϕλ,α(x) (29)

(ñì. (19), (25), (14) è (20)). Èç ëåììû 7 è óñëîâèÿ f ∈ Vr2(IR) âèäíî, ÷òî

f = F íà IR (30)

è

G = 0 íà IR−r2 . (31)

Ïîêàæåì, ÷òî G = 0 íà R. Äëÿ ëþáîãî N ∈ Z+ è x ∈ R èìååì

G(N)(x) =
r2α+2
2

2α + 2

∑

λ∈Zr1

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2)

(
d

dx

)N

ϕλ,α(x).

Îöåíèì |G(N)(x)| ñ ïîìîùüþ (25), (14), (20) è íåðàâåíñòâà

∣∣Jα+1(x)
∣∣ ≤ C1(α)

√
x, x > 0

(ñì. [22, ãë. 7, ï. 7.12, �îðìóëà (7); ï. 7.13.1, �îðìóëà (3)℄). Ïîëàãàÿ l =
[α/2] + 2, ãäå [α/2] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà α/2, ïîëó÷àåì

|G(N)(x)| ≤ C2(α, r1, r2)mN , x ∈ R,

ãäåm0 =Ml èm2n = m2n−1 =Mn+l ïðè n ∈ N. Òîãäà èç (8), (12) è ëåìì 1, 2

ñëåäóåò, ÷òî G ïðèíàäëåæèò êâàçèàíàëèòè÷åñêîìó êëàññó �óíêöèé íà

ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè. Ïîýòîìó G = 0 íà R (ñì. (31)). Òåïåðü

èñïîëüçóÿ (29) è ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ áåññåëåâûõ �óíêöèé

(ñì. [18, �îðìóëà (4.23)℄), ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâàì

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2) = 0, λ ∈ Zr1 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî cλ(f, r1) = 0 ïðè ëþáîì λ ∈ Zr1 \ Zr2 . Îòñþäà è èç (30),
(28) ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç û ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñóììèðóåìîé �óíêöèè u
íà R, ò.å.

û(y) =

∫

R

u(x)e−ixy dx.
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Ëåììà 12 ([13℄, ëåììà 19.2). Ïóñòü ε > 0, {Mn}∞n=1 � ïðîèçâîëü-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-

âèþ (9). Òîãäà ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå �óíêöèè u1, u2 ∈ D♮(Iε), òàêèå ÷òî
Z(û1) ∩ Z(û2) = ∅ è

|û1(z)| + |û2(z)| ≤
Mn(

2 + |z|
)2n eε| Im z|

ïðè âñåõ z ∈ C, n ∈ N.

Ëåììà 13. Ïóñòü ε > 0, {Mn}∞n=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (9). Òîãäà ñóùåñòâóþò

íåíóëåâûå �óíêöèè v1, v2 ∈ D♮(Iε), òàêèå ÷òî Z(ṽ1) ∩ Z(ṽ2) = ∅ è

∣∣Ln
αv1(x)

∣∣+
∣∣Ln

αv2(x)
∣∣ ≤Mn äëÿ ëþáûõ x ∈ R, n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

m1 = . . . = m[α]+3 = 1, mn+[α]+3 = C(α)Mn, n ∈ N,

ãäå

C(α) =
(
2αΓ(α + 1)

)2(
4− 2{α}

)
24−2{α}, {α} = α− [α].

Òîãäà (ñì. (9) è ëåììó 2)

∞∑

k=1

1

inf
n≥k

m
1/2n
n

< +∞.

Ïîýòîìó â ñèëó ëåììû 12 ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå �óíêöèè u1, u2 ∈ D♮(Iε),
òàêèå ÷òî Z(û1) ∩ Z(û2) = ∅ è

|û1(z)|+ |û2(z)| ≤
mn+[α]+3

(2 + |z|)2(n+[α]+3)
eε| Im z|, z ∈ C, n ∈ N.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3, îïðåäåëèì íåíóëåâûå �óíêöèè v1, v2 ∈ D♮(Iε) ðàâåí-
ñòâàìè ṽ1 = û1, ṽ2 = û2. ßñíî, ÷òî Z(ṽ1) ∩ Z(ṽ2) = ∅ è

|ṽ1(λ)|+ |ṽ2(λ)| ≤
C(α)Mn

(2 + λ)2(n+[α]+3)
, λ > 0, n ∈ N. (32)

Äàëåå (ñì. (16) è (17)),

Ln
αvj(x) =

(−1)n
(
2αΓ(α+ 1)

)2
∫ ∞

0

λ2nṽj(λ)ϕλ,α(x) dµα(λ),

x ∈ R, n ∈ N, j = 1, 2.
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Ó÷èòûâàÿ (14), îòñþäà è èç (32) ïîëó÷àåì

∣∣Ln
αv1(x)

∣∣ +
∣∣Ln

αv2(x)
∣∣ ≤ C(α)Mn(

2αΓ(α + 1)
)2
∫ ∞

0

(2 + λ)2{λ}−5 dλ =Mn.

Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèè v1 è v2 óäîâëåòâîðÿþò âñåì òðåáóåìûì óñëîâèÿì.

Ëåììà 14. Ïóñòü f ∈ Lloc
♮,α(IR), x > 0, ξ > 0 è x+ ξ < R. Òîãäà

∫ ξ

0

∣∣T α
x f(y)

∣∣ dµα(y) ≤
∫ x+ξ

0

∣∣f(y)
∣∣ dµα(y). (33)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäâèã T α
x f ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

γα(xy)
2αT α

x f(y) =

∫ x+y

|x−y|

tf(t)kα(t, x, y) du, (34)

ãäå γα = 22α−1/cα,

kα(t, x, y) =
(
y2 − (t− x)2

)α− 1

2

(
(t + x)2 − y2

)α− 1

2

(ñì. (3)). Îòñþäà ïîëó÷àåì

∫ ξ

0

∣∣T α
x f(y)

∣∣ dµα(y) ≤
1

γαx2α

∫ ξ

0

∫ x+y

|x−y|

yt|f(t)|kα(t, x, y) dtdy ≤

≤ 1

γαx2α

∫ x+ξ

0

t|f(t)|
∫ x+t

|x−t|

ykα(t, x, y) dydt.

Èñïîëüçóÿ ýòó îöåíêó è ðàâåíñòâà

∫ b

a

y
(
(y2 − a2)(b2 − y2)

)α− 1

2dy =
Γ2
(
α+ 1

2

)

2Γ(2α + 1)
(b2 − a2)2α, (35)

22αΓ(α + 1)Γ

(
α +

1

2

)
=

√
πΓ(2α + 1) (36)

(ñì. [22, ãë. 1, � 1.5.1, �îðìóëà (13); � 1.2, �îðìóëà (15)℄), ïðèõîäèì ê (33).
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� 4. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1-4

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Èñïîëüçóÿ ëåììó 11 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî óñëî-

âèå r1/r2 /∈ Eα ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ Zr1∩Zr2 = ∅, ïîëó÷àåì ïåðâîå óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû 1.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ôèêñèðóåì ε ∈
(
0, (r1 + r2 − R)/3

)
. Ïî-

ñêîëüêó R + 2ε < r1 + r2, òî ïî òåîðåìå B ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ

Φ ∈ V ∞
r1,r2

(IR+2ε). Ïðè ýòîì Φ 6≡ 0 íà Ir1 è äëÿ ëþáîãî a > 0

cλ(Φ, r1) = O

(
1

λa

)
, λ→ +∞, λ ∈ Zr1

(ñì. ëåììó 6 è (22)). Ïîëîæèì

F (x) =
∑

λ∈Zr1

cλ(Φ, r1)ϕλ,α(x), x ∈ R.

Òîãäà F ∈ V ∞
r1
(R), F = Φ íà IR+2ε è

F 6≡ 0 íà Ir1 (37)

(ñì. (19), (14), (20) è ëåììó 7).

Äàëåå, ïî ëåììå 13 ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå �óíêöèè v1, v2 ∈ D♮(Iε),
òàêèå ÷òî Z(ṽ1) ∩ Z(ṽ2) = ∅ è

∣∣Ln
αv1(x)

∣∣+
∣∣Ln

αv2(x)
∣∣ ≤Mn, x ∈ R, n ∈ N.

Èç îòñóòñòâèÿ îáùèõ íóëåé ó ṽ1 è ṽ2, ëåììû 5 è (37) ñëåäóåò, ÷òî F
α
⋆ v1

èëè F
α
⋆ v2 íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì íóë¼ì íà R. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ u ∈ D♮(Iε), òàêàÿ ÷òî F
α
⋆ u 6≡ 0 íà R è

∣∣Ln
αu(x)

∣∣ ≤ Mn, x ∈ R, n ∈ N. (38)

Êàê è âûøå (ñì. ëåììó 6), F
α
⋆ u 6≡ 0 íà Ir1 , òàê êàê F

α
⋆ u ∈ Vr1(R).

Îïðåäåëèì òåïåðü �óíêöèþ Ψ ∈ C∞
♮ (IR+2ε−r(u)) ðàâåíñòâîì Ψ = C1Φ

α
⋆ u,

ãäå

C1 =

(∫ R+ε

0

∣∣Φ(x)
∣∣dµα(x)

)−1

.

Ïîñêîëüêó Φ ∈ V ∞
r1,r2

(IR+2ε), òî ñóæåíèå �óíêöèè Ψ íà IR ïðèíàäëåæèò

êëàññó V ∞
r1,r2(IR). Êðîìå òîãî, ñîâïàäåíèå F è Φ íà IR+2ε îáåñïå÷èâàåò

ISSN 1560-750X

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2025, Òîì 28, � 2, C. 62-86

Mat. Trudy, 2025, V. 28, N. 2, P. 62-86



Êðàñíîùåêèõ �. Â., Âîë÷êîâ Âèò.Â. 77

íåòðèâèàëüíîñòü Ψ íà Ir1 . Äëÿ îöåíêè

∣∣Ln
αΨ(x)

∣∣
âîñïîëüçóåìñÿ (6), (38)

è ëåììîé 14. Èìååì

sup
x∈IR

∣∣Ln
αΨ(x)

∣∣ = sup
x∈[0,R)

∣∣Ln
αΨ(x)

∣∣ =

= C1 sup
x∈[0,R)

∣∣∣∣∣

∫ ε

0

T α
x Φ(y)L

n
αu(y) dµα(y)

∣∣∣∣∣ ≤ C1Mn sup
x∈[0,R)

∫ ε

0

∣∣T α
x Φ(y)

∣∣ dµα(y) ≤

≤ C1Mn sup
x∈[0,R)

∫ x+ε

0

∣∣Φ(y)
∣∣ dµα(y) =Mn, n ∈ N.

Íàêîíåö, ïîëàãàÿ f = Ψ/C2, ãäå êîíñòàíòà C2 âûáðàíà èç óñëîâèé

C2 > 1, C2 >
1

M0
sup
x∈IR

∣∣Ψ(x)
∣∣,

ïîëó÷àåì �óíêöèþ f , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû 1. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ñòàíåò, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåâåðíûì, åñëè â îöåíêå (7) çàìåíèòü Ir1 íà Ir1−ε, ε ∈ (0, r1).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü R = (2r1+ε)/2, à f � íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ êëàññà

C∞
♮ (IR), òàêàÿ ÷òî f = 0 íà (0, r1 − ε) ∪

(
(2r1 − ε)/2, R

)
è

∫ r1

0

f(x) dµα(x) = 0.

Ïðåîáðàçóåì f
α
⋆χr ïðè r ∈ [r1, R), èñïîëüçóÿ (5) è (34). Ïðè 0 < x < R− r

èìååì

γαx
2α
(
f

α
⋆ χr

)
(x) =

∫ r

0

∫ x+y

|x−y|

ytf(t)kα(t, x, y) dtdy.

Ìåíÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f = 0 íà èíòåðâàëå (r −
x, r + x), ïîëó÷àåì

γαx
2α
(
f

α
⋆ χr

)
(x) =

∫ r+x

0

tf(t)

∫ min{r,x+t}

|x−t|

ykα(t, x, y) dydt =

=

∫ r−x

0

tf(t)

∫ x+t

|x−t|

ykα(t, x, y) dydt.

Òîãäà (ñì. (35), (36))

(
f

α
⋆ χr

)
(x) =

∫ r−x

0

f(t) dµα(t) =

∫ r1

0

f(t) dµα(t) = 0.
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Ïîýòîìó f ∈ Vr(IR) ïðè âñåõ r ∈ [r1, R). Ñâîéñòâà �óíêöèè f ïîêàçûâàþò,

÷òî ïðè çàìåíå Ir1 íà Ir1−ε â îöåíêå (7) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 (i) ìîæåò

íàðóøàòüñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. (i) Èñïîëüçóÿ óñëîâèå òåîðåìû è ëåììó 11,

ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå (27). Îòñþäà è èç (13) íàõîäèì

Ln
αf(x) =

∑

λ∈Zr1
∩Zr2

cλ(−λ2)nϕλ,α(x), x ∈ IR, n ∈ Z+, (39)

ãäå cλ = cλ(f, r1) è ðÿä â (39) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà R (ñì. (25), (20)

è (14)).

Ïóñòü ν ∈ Zr1 ∩Zr2 è ψν ∈ D♮(Iε) � �óíêöèÿ, ïîñòðîåííàÿ â ëåììå 10.

Òîãäà èç (39) è (15) èìååì

∫ ε

0

(
Ln
αf
)
(x)ψν(x) dµα(x) = (−ν2)ncν .

Ýòî ñîîòíîøåíèå âëå÷¼ò îöåíêó

|cν| ≤ µ−2n sup
x∈Iε

∣∣Ln
αf(x)

∣∣
∫ ε

0

∣∣ψν(x)
∣∣ dµα(x), n ∈ Z+,

êîòîðàÿ âìåñòå ñ óñëîâèåì (10) ïîêàçûâàåò, ÷òî cν = 0 ïðè âñåõ ν ∈ Zr1 ∩
Zr2 . Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. (39)), f = 0.

(ii) Èç (19), (13) è (14) çàêëþ÷àåì, ÷òî òðåáóåìûì óñëîâèÿì óäîâëåòâî-

ðÿåò �óíêöèÿ f = ϕµ,α.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïîñêîëüêó f ∈ Vr1(IR), òî ïî ëåììå 7

èìååì ðàçëîæåíèå (21), â êîòîðîì r = r1 è ðÿä ñõîäèòñÿ â D′
♮(IR). Ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî f ∈ Vr2(IR), îòñþäà è èç (19) ïîëó÷àåì

∑

λ∈Zr1

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2)ϕλ,α(x) = 0 â D′
♮(Ir1+δ), (40)

ãäå δ = R− r1 − r2 > 0.
Äàëåå, äëÿ ëþáîãî ρ ∈ (0, δ) ðàññìîòðèì �óíêöèþ ωρ ∈ D♮(Iρ), òàêóþ

÷òî ωρ ≥ 0 è ∫ ρ

0

ωρ(x) dµα(x) = 1.

Ñåìåéñòâî ωρ ñõîäèòñÿ â D′
♮(R) ê äåëüòà-�óíêöèè δ0, ñîñðåäîòî÷¼ííîé â

íóëå. Ñâîðà÷èâàÿ îáå ÷àñòè â (40) ñ ωρ è èñïîëüçóÿ (18), (14), (23), (20) è

ëåììó 3, ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó

∑

λ∈Zr1

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2)ω̃ρ(λ)ϕλ,α(x) = 0, x ∈ Ir1+δ−ρ,
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ãäå ðÿä ñõîäèòñÿ â C∞(R). Ïîýòîìó (ñì. [18, �îðìóëà (4.23)℄),

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2)ω̃ρ(λ) = 0, λ ∈ Zr1 , ρ ∈ (0, δ).

Ýòî ñîîòíîøåíèå è ðàâåíñòâî

lim
ρ→0

ω̃ρ(λ) = δ̃0(λ) = 1

ïîêàçûâàþò, ÷òî

cλ(f, r1)ϕλ,α+1(r2) = 0, λ ∈ Zr1 .

Ñëåäîâàòåëüíî, cλ(f, r1) = 0 ïðè ëþáîì λ ∈ Zr1 \ Zr2 è

f(x) =
∑

λ∈Zr1
∩Zr2

cλ(f, r1)ϕλ,α(x) â D′
♮(IR). (41)

Ïóñòü òåïåðü g � íåíóëåâàÿ �óíêöèÿ êëàññà D♮(Iε), òàêàÿ, ÷òî g̃ = 0
íà ìíîæåñòâå Zr1 ∩Zr2 (ñì. ëåììó 10). Òîãäà ðàçëîæåíèå (41) è ñîîòíîøå-

íèå (18) âëåêóò ðàâåíñòâî

f
α
⋆ g = 0 íà IR−r(g).

Ïðè ýòîì f = 0 íà Ir(g) ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 6, ïîëó÷àåì

f = 0 íà IR, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ r > 0, ε ∈ (0, r/2) ñóùåñòâóåò íåíóëåâàÿ

�óíêöèÿ f ∈ V ∞
r,r+ε(I2r−ε), ðàâíàÿ íóëþ íà Iε/2. Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ,

ðàññìîòðåâ íåíóëåâóþ �óíêöèþ f ∈ C∞
♮ (I2r−ε) ñî ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

f = 0 íà (0, ε/2) ∪ (ε, 2r − ε) è

∫ ε

ε/2

f(x) dµα(x) = 0

(ñì. ðàññóæäåíèå ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 âûøå). Ïîýòîìó òðåáî-

âàíèå íà R â òåîðåìå 3 íåëüçÿ ñóùåñòâåííî îñëàáèòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Ïóñòü ñíà÷àëà R = r1+ r2. Òîãäà ñîîòíî-
øåíèå (5) è ëåììà 14 âëåêóò îöåíêó

∣∣∣
(
f

α
⋆ χrj

)
(x)
∣∣∣ ≤

∫ rj

0

∣∣T α
x f(y)

∣∣dµα(y) ≤
∫ x+rj

0

∣∣f(y)
∣∣ dµα(y) ≤

≤
∫ R

0

∣∣f(y)
∣∣ dµα(y), x ∈ [0, R− rj], j ∈ {1; 2}.
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Ñëåäîâàòåëüíî, f
α
⋆ χrj ∈ L♮,α

(
[0, R− rj ]

)
. Ïîëîæèì

Ij =

∫ R−rj

0

(
f

α
⋆ χrj

)
(x)dµα(x), j ∈ {1; 2}.

ßñíî, ÷òî (−1)j−1Ij ≥ 0 (ñì. (11)). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ òåîðå-

ìó Ôóáèíè è �îðìóëó T α
x f(y) = T α

y f(x), ïîëó÷àåì I1 = I2. Òåì ñàìûì

ìû ïðèõîäèì ê ðàâåíñòâó I1 = I2 = 0, êîòîðîå âìåñòå ñ óñëîâèåì (11)

ïîêàçûâàåò, ÷òî f ∈ Vr1,r2(IR).

Â ñëó÷àå R > r1 + r2 èç (11) èìååì f
α
⋆ χr1

α
⋆ χr2 ≥ 0 è f

α
⋆ χr2

α
⋆ χr1 ≤ 0 íà

IR−r1−r2. Ïîýòîìó f
α
⋆χr1

α
⋆χr2 = 0 íà IR−r1−r2 . Êðîìå òîãî, ïî äîêàçàííîìó

âûøå

f
α
⋆ χrj = 0 íà Ir1+r2−rj , j ∈ {1; 2}.

Îòñþäà è èç ëåììû 6 çàêëþ÷àåì, ÷òî f ∈ Vr1,r2(IR). Äëÿ çàâåðøåíèÿ äî-

êàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó B.

� 5. Íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ

�åçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå, ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü íîâûå òåîðåìû

åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà-

Ïóàññîíà-Äàðáó è òåîðåìû î çàìûêàíèè îáîáùåííûõ ñäâèãîâ. Ïðèâåäåì

äâà òàêèõ óòâåðæäåíèÿ, äåìîíñòðèðóþùèõ ïðèìåíåíèå òåîðåì 3 è 4.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü α > −1/2, f ∈ C2
♮ (R), U � êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå

çàäà÷è Êîøè

∂2U

∂x2
+

(2α+ 1)

x

∂U

∂x
=
∂2U

∂t2
+

(2α+ 3)

t

∂U

∂t
, x > 0, t > 0

U(x, 0) = f(x),
∂U

∂t
(x, 0) = 0, x ≥ 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r1, r2 ∈ (0,+∞), r1/r2 /∈ Eα, R ≥ r1 + r2, ïðè÷¼ì

U(x, r1) ≥ 0 ïðè x ∈ (0, R−r1) è U(x, r2) ≤ 0 ïðè x ∈ (0, R−r2). (42)
Òîãäà U = 0 íà òðåóãîëüíèêå T = {0 < x < R, 0 < t < R− x}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê èçâåñòíî (ñì. [4, ãë. 4, �� 4.4, 4.5℄),

U(x, t) = 2(α+ 1)

∫ 1

0

T α
x f(ty) dµα(y) =

=
2(α + 1)

t2(α+1)

∫ t

0

(
T α
x f
)
(y) dµα(y) =

2(α+ 1)

t2(α+1)

(
f

α
⋆ χt

)
(x). (43)

Ýòî ïðåäñòàâëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ (42) è (11) ýêâèâàëåíòíû. Îò-

ñþäà, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 4, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè max{r1, r2} < R < r1 + r2 èëè r1/r2 ∈ Eα, òî ñó-

ùåñòâóåò �óíêöèÿ f ∈ C∞
♮ (R), òàêàÿ ÷òî f

∣∣
IR

∈ Vr1,r2(IR) è f
∣∣
IR

6≡ 0 (ñì.

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû B (ii) â [18℄). Îòñþäà è èç �îðìóëû (43) âèäíî,

÷òî â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 5 ÿâëÿåòñÿ íåâåðíûì.

Ïóñòü clX M � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M â òîïîëîãè÷åñêîì âåêòîðíîì

ïðîñòðàíñòâå X , LinE � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà çàäàííîãî ìíîæåñòâà E ⊂ X .

Òåîðåìà 6. Ïóñòü r1, r2 ∈ (0,+∞), r1 6= r2 è f ∈ Vr1,r2(R)∩C(R). Òîãäà
äëÿ ëþáîãî ε > 0

clC(R) Lin{T α
x f : 0 ≤ x < ε} = clC(R) Lin{T α

x f : 0 ≤ x < +∞}. (44)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

U = clC(R) Lin{T α
x f : 0 ≤ x < ε},

V = clC(R) Lin{T α
x f : 0 ≤ x < +∞}.

Ïóñòü A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë íà V , ðàâíûé íóëþ íà

U . Â ñèëó òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (44) íóæíî óñòàíî-

âèòü, ÷òî A = 0. Ïî òåîðåìå �èññà-Ìàðêîâà îá îïèñàíèè ïðîñòðàíñòâà,

ñîïðÿæåííîãî ê C(R), �óíêöèîíàë A ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé êîìïëåêñíîé ìåðîé

�àäîíà íà R ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì. Òîãäà óñëîâèå A
∣∣
U
= 0 è �îðìó-

ëà (4) âëåêóò ñîîòíîøåíèå

f
α
⋆ A = 0 íà Iε.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç óñëîâèÿ f ∈ Vr1,r2(R) ñëåäóåò, ÷òî f
α
⋆ A ∈ Vr1,r2(R).

Òåïåðü ïðèìåíÿÿ ê �óíêöèè f
α
⋆ A òåîðåìó 3, ïîëó÷àåì f

α
⋆ A = 0 íà R.

Çíà÷èò, A = 0 íà V .

Óòâåðæäåíèÿ òàêîãî òèïà äëÿ îáû÷íûõ ñäâèãîâ âîñõîäÿò ê Æ. Êà-

õàíó [23, � 11, ï. 3℄. Îíè ñâÿçàíû ñ çàäà÷åé î âîçìîæíîé äëèíå ”ëþêà”
(èíòåðâàëà íóëåé) ó íåíóëåâûõ �óíêöèé èç çàäàííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà,

èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äðóãèå ïîäîáíûå âåðñèè òåîðåì 5, 6 ìîæíî

ïîëó÷èòü, êàê è âûøå, ñ ïîìîùüþ òåîðåì 1, 2 è ëåììû 6.

� 6. Áëàãîäàðíîñòè

Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ Ìèíè-

ñòåðñòâà íàóêè è âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ �îññèéñêîé Ôåäåðàöèè

(òåìà � 124012400352-6).
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